Розв'язки 7 клас
Задача 1. З загальної кількості товару 25 % продано з прибутком 16%, а з частини, що залишилась, 60% продано з прибутком 20%. З яким прибутком продано залишок товару, якщо загальний відсоток прибутку становить 16%?


Розв’язання. Нехай собівартість всього товару 
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 г.о. 

Тоді собівартість першої проданої частини становить: 
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 г.о.  Прибуток від продажу першої партії становить:  
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Собівартість товару, що залишилась, після продажу І частини: 
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Собівартість ІІ частини товару становить: 
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При продажу ІІ частини товару отримано прибуток: 
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Собівартість товару, що залишилась після продажу ІІ частини:
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Нехай 
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 –– % прибуток від продажу залишку товару. Тоді загальний прибуток становитиме
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Відповідь: 10%.

Задача 2. 
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 – правильний нескоротний дріб, m і n – натуральні числа. На які натуральні числа можна скоротити дріб 
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Розв’язання. Оскільки 
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 –– правильний дріб, то 
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 –– натуральне число, на яке можна скоротити дріб 
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Числа 
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. Оскільки число 11 просте, то 
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Відповідь: 11.

Задача 3. Чи є дане число 20130201102009 квадратом натурального числа?

Розв’язання. Припустимо, що 
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 не є точним квадратом.
Задача 4. Розв’язати рівняння 
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 - ціла частина числа а (найбільше ціле число, що не перевищує числа а).
Розв’язання. Використаємо підстановку 
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 і рівняння можна переписати у вигляді
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Оскільки число t  ціле, то використовуючи означення цілої частина, останнє рівняння рівносильне подвійній нерівності


[image: image45.wmf]1

4

3

2

+

<

-

+

£

t

t

t

t

,

яка рівносильна нерівностям
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Враховуючи, що t  ціле, отримаємо  
[image: image48.wmf]1

±

=

t

. 

Отже, 
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Задача 5. На площині задано дві точки А і В. Знайти спільні точки двох фігур цієї площини 
[image: image51.wmf]1
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 і 
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 складається з усіх точок, сума відстаней яких до даних точок А і В є сталою величиною і рівною відстані між цими точками, а 
[image: image54.wmf]2
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 складається з усіх точок, різниця відстаней яких до даних точок А і В є сталою величиною і рівною відстані між цими точками.
Розв’язання. Фігурою  
[image: image55.wmf]1

F

 є відрізок АВ. В цьому легко переконатися, використовуючи нерівність трикутника. 

Фігурою 
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 є об’єднання двох променів, які лежать на прямій АВ, виходять з однієї з заданих точок і не містять іншої. До цього висновку ми приходимо, теж використовуючи нерівність трикутника.

Отже, спільними точками двох фігур є точки А і В.
Розв'язки 8 клас

Задача 1. В 2011 році людині буде стільки років, яка сума цифр її року народження. У якому році народилася ця людина, якщо відомо, що вона народилася в 20 столітті?

Розв’язання. Запишемо шуканий рік як 
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Маємо рівняння в цілих числах 
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І спосіб.  
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 – єдине значення при якому виконується 
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ІІ спосіб.  
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Значить, 
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Відповідь: 1991.
Задача 2. Десятеро грибників зібрали 530 грибів, причому кожні два зібрали різну кількість грибів. Довести, що знайдеться п’ятеро грибників, що зібрали разом не більше 250 грибів.


Розв’язання. Нехай грибники зібрали відповідно 
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Тоді 
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Якщо ж 
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Тоді з (1) і (2) маємо 
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, що суперечить умові. Отже, знайдеться п’ятеро грибників, що зібрали разом не більше 250 грибів.

Задача 3. Довести, що рівняння 
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Розв’язання. Нехай 
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 - також непарне. Таким чином, в будь-якому випадку, число 
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 - непарне, а значить 
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. Отже, припущення невірне і рівняння цілих коренів не має.
Задача 4. 100 перших натуральних в певному порядку записали в ряд і обчислили 98 сум, додаючи трійки чисел, що записані підряд. Яку найбільшу кількість непарних сум можна отримати?

Розв’язання. Щоб отримувати непарні суми потрібно розглядати трійки виду: ННН, НПП, ПНП, ППН (Н –– непарне число, П –– парне число).

Якщо, наприклад, спочатку записати 75 чисел в порядку ППНППН…ППН, а потім 25 непарних чисел, що залишились, то всі суми, крім однієї, будуть непарними.

Доведемо, що в принаймні 1 парна сума зустрінеться в будь-якому випадку. Нехай це не так. Тоді в залежності від парності чисел, що стоять на першому і другому місцях, може виникати одна з послідовностей:

ННН…ННП…, НППНПП…НППНН…, ППНППН…ППНН…, ППНППН…ППНН… .

Очевидно, що в кожній з них існує принаймні 1 парна сума.

Відповідь: 97.
Задача 5. На площині задано пряму l і дві точки А і В по один бік від неї. Точка С належить прямій l і має найменшу суму відстаней до точок А і В. При яких умовах коло, що проходить через точку А і має своїм центром точку С, проходитиме через точку В?
Розв’язання. Нехай дано дві точки А і В по один бік від прямої l . 
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Припустимо, що існує точка Т, для якої 
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Тоді, шукана точка 
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Розв'язки 9 клас

Задача 1. Знайти всі цілі корені рівняння 
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Розв’язання. Припустимо, що ціле а є коренем даного рівняння. Тоді справедлива рівність:  
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. Ліва частина даної рівності є парним числом, оскільки є сумою парної  кількості (2010) доданків однакової парності, а права частина – число непарне. Отримана суперечність показує, що задане рівняння цілих коренів не має.
Задача 2. Дійсні числа 
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Розв’язання.

І спосіб. Запишемо другу нерівність у вигляді
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і додамо її до першої:
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В силу нерівності між середнім арифметичним та середнім геометричним маємо:
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Отже, 
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ІІ спосіб. Розглянемо точки в просторі 
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Обчислимо скалярний добуток векторів:
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Нерівність доведено.

Задача 3. Розглянемо всі можливі параболи 
[image: image135.wmf]b
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, що перетинають осі координат в трьох різних точках. Для кожної такої параболи через ці точки проведемо коло. Довести, що всі ці кола мають спільну точку.

Розв’язання. Парабола перетинає осі координат в точках (
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Нехай коло перетинає осі координат в точках 
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Якщо  b > 0, то Ob і Ox2 є січними кола. За властивістю січних Oc(Ob = Ox1(Ox2. За теоремою Вієта   x1(x2 = b, звідки c = 1. 

Якщо b < 0, то О лежить між коренями тричлена і x1(x2 = b < 0. Тоді за властивістю хорд Oc(Ob = с((–b) = (–x1)(x2, звідки c = 1. 

Цю задачу також можна розв’язати використавши канонічне рівняння кола 
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, але такий спосіб більш громіздкий.

Відповідь: це точка (1; 0).

Задача 4. Розв’язати рівняння 
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Розв’язання. Розглянемо дві функції 
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Відповідь: 
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Задача 5. В трикутнику АВС проведені всі медіани. Виявилося, що у чотирьох з шести отриманих трикутників рівні радіуси описаних кіл. Чи є трикутник АВС рівностороннім?
Розв’язання. Без порушення загальності, нехай  у трикутників 
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cторони трикутника, S  –– його площа,і R – радіус описаного кола) отримуємо рівність відрізків 
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Можливі два випадки: 1) рівні радіуси описаних кіл мають трикутники 
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В першому випадку, оскільки трикутник 
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 прямокутний, відрізок OB є  діаметром кола описаного навколо чотирикутника 
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В другому випадку з формули 
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Звідки  
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Відповідь: рівносторонній.

Розв'язки 10 клас

Задача 1. Число х в трійковій системі числення записується нескінченним періодичним дробом 0,(2011). Знайти п’яту цифру після коми в трійковому записі числа 
[image: image188.wmf]3

1

x

-

.

Розв’язання.  
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, тому п’ята цифра після коми буде 1.

Відповідь: 1
Задача 2. Обчислити 
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Розв’язання.  Оскільки число
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ділиться на 180, то 
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Відповідь: 0
Задача 3. Розв’язати рівняння 
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Розв’язання. Нехай 
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Аналогічно з рівності  
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[image: image204.wmf]0

0

7

4

x

x

+

 на 3 повинна дорівнювати 2. Але остача від ділення числа 
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, не існує, тобто рівняння розв’язків в натуральних числах не має.
Задача 4. Точка G називається барицентром системи точок 
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, якщо має місце векторна рівність: 
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. Чи може барицентр п’яти точок, які лежать на одному колі, співпадати з його центром, якщо п’ятикутник 
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Розв’язання. Розглянемо довільні 5 точок  А1, А2, А3, А4 і  А5 . Нехай точки К і М є серединами відрізків А1 А2 і А3А4  відповідно, а точка О є серединою відрізка КМ. Оскільки 
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, звідки 
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, тобто точка О є барицентром точок А1, А2, А3, А4, 

Розглянемо точку, яка належить відрізку 
[image: image218.wmf]5

OA

 і для якої має місце рівність 
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звідки 
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 є барицентром точок А1, А2, А3, А4 і  А5 .

Описаний вище спосіб дозволяє побудувати неправильний п’ятикутник, точки якого лежать на колі, а барицентром є центр цього кола. Наприклад, це можна зробити так.

Візьмемо на колі з центром у точці 
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 містить її середню лінію 
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За доведеним вище центр кола 
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 буде барицентром п’ятикутника 
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 можна підібрати так, щоб цей  п’ятикутник був неправильним.


Задача 5. Дано куб 
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. К – середина 
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, Р – середина 
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. Нехай М – точка грані 
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 така, що довжина найкоротшого шляху від М до К по поверхні куба рівна відстані від М до Р. Знайти геометричне місце точок М.

Розв’язання. Знайдемо найкоротший шлях від M до K. Він може проходити як по грані AA1B1B, так і по грані ABCD. 

Розглянемо частину розгортки куба (див. мал.). Точка K розділилась на дві «частини»: K и K(. 

Якщо M  вище діагоналі BC1, то найкоротша відстань від M до K рівна відрізку MK на розгортці. Точки, рівновіддалені від P  і K лежать на серединному перпендикулярі до відрізку PK. До шуканого ГМТ входять ті точки цього перпендикуляра, які лежать всередині трикутника BB1C1. Аналогічно до ГМТ входить відрізок  серединного перпендикуляра до прямої K(P,  що лежить в трикутнику BCC1. 

Отже, шуканим ГМТ є ламана B1LN.

Потрібно ще довести, що найкоротший шлях не проходить через інші грані. Припустимо, що найкоротший шлях від деякої точки M  до K проходить через грань A1B1C1D1. Розглянувши іншу розгортку (див. мал.), отримаємо, що точки, рівновіддалені від точок K і K((   лежать на серединному перпендикулярі до прямої KK((. Причому точки грані BCC1B1 попадають в область точок, ближчих до точки K.

Відповідь: ламана B1LN.

Розв'язки 11 клас

Задача 1. Зобразити лінію перетину площин 
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Розв’язання. 

[image: image246]
Задача 2. Відомо, що нерівність 
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 при деякому а має п’ять цілих розв’язків. Скільки цілих розв’язків може мати нерівність 
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Розв’язання. Прологарифмуємо першу нерівність: 1 < x lg a < 2. Числа x lg a при цілих x утворюють арифметичну прогресію з різницею d =|lg a|. Якщо на інтервалі довжиною 1 вміщується n членів цієї прогресії, то  
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При n = 5 маємо 1/6 ( d <1/4.  І навпаки, 1/d – 1 ( n < 1/d + 1, звідки 3 < n < 7. Отже, n дорівнює 4, 5 або 6. Всі ці значення реалізуються. Наприклад, при d = 
[image: image250.wmf]9
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 нерівність        2 < x lg a < 3  зводиться  до 9 < x < 13,5 і має 4 цілих розв’язки. При d = 
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 розв’язків п’ять, а при d = 
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  – шість.

Відповідь: від 4 до 6. 

Задача 3. Кількість студентів, що навчаються в інституті за контрактом, на 600 менше ніж кількість студентів-бюджетників. Хлопців серед бюджетників в 5 раз більше, ніж хлопців серед контрактників, а дівчат серед бюджетників більше, ніж дівчат серед контрактників в n разів (
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, n – ціле число). Знайти загальну кількість студентів, якщо серед контрактників дівчат на 20 більше, ніж хлопців.

Розв’язання. Позначимо
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 –– кількість контрактників. Тоді
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Тоді кількість бюджетників:
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Нехай серед контрактників 
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 хлопців, тоді серед контрактників 
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 дівчат. Оскільки серед бюджетників дівчат в 
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Оскільки серед контрактників дівчат на 20 більше, ніж хлопців, то 
[image: image266.wmf]k

k

m

+

=

-

-

20

2

600

, звідки


[image: image267.wmf]4

640

-

=

m

k

.

Підставивши значення 
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Число 
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 має єдиний дільник в межах від 9 до 15 (
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Відповідь: 832.

Задача 4. Дана правильна трикутна піраміда DABC (D – вершина, ABC  - основа). Відомо, що AB=а, AD=b. Піраміду перетинає площина α паралельна ребрам AD і BC. Яку найбільшу площу може мати даний перетин?

Розв’язання. Нехай 
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Отже 
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 –– паралелограм. Оскільки піраміда правильна, то проекція 
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 на площину основи проходить через центр правильного трикутника 
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Трикутник 
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Знайдемо найбільше значення функції 
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Отже, площа перетину буде найбільшою при 
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 має проходити через середину відрізку 
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Відповдь: 
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Задача 5. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. 
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